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シュレーディンガー方程式

　¶0シュレーディンガー方程式とは？

1926年にシュレーディンガー (SchrödingerErwin)が発見した任意の系における
波動関数を求めるための方程式。エネルギーＥを持ち、一次元で運動する質量ｍ
の粒子に対する、時間に依存しないシュレーディンガー方程式は、点ｘにおける
粒子のポテンシャルエネルギーをあらわす因子V(x)を用いると次のようになる　

− h̄2

2m

d2ψ

dx2
+ V (x) = Eψ ( ただしh̄ =

h

2π
= 1.05457 × 10−34J )

・・・・・・っと、↑な感じの説明でわかる人がいたらシケ対替わって貰いたいです。
私のTEXの練習的な意味合いも持つこのシケプリ第１号では、いまいちよくわか
らないシュレーディンガー方程式を突っついていきたいと思います

¶1 とりあえず波動関数の説明

波動関数とは・・・？から見ていきましょう。まず先生がなぜ波動関数＝原子軌道
とおっしゃったか説明。電子は粒子と波動の二重性を持ち、特定の軌道を運動して
いるわけではないことが明らかとなりました。その代わりに電子の状態は波動関
数によって表されることが示されたそうで、波動関数からは電子の位置や運動量
などの物理量の期待値を計算することができるそうです。（故に電子の位置や運動
量などは確率的にしか知りえない。＝不確定性原理？）そのため、古典力学的な電
子の軌道に対応する量子力学的な概念として波動関数を軌道と呼ぶようになった
のです。なお英語においては古典力学的な軌道 orbit（おおびっと）と区別するた
めに量子力学的な軌道は orbital(おおびたる。軌道のようなもの)と呼んでます。
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¶2 Interpretation of Born Interpretation (ボルン解釈の解釈)

波動関数の解釈の一つにボルンによる「確率解釈」というものがあるのですがこれ
を紹介します。三次元空間（縦横高さの３つの軸がある空間。すなわち私たちの空間
）の中で、ある点 (x, y, z)周辺の三辺の長さがdx, dy, dzの微小体積dV = dxdydzを
考えます。そしてこの微小体積中の中に粒子が存在する確率をP (x, y, z)dxdydzと
します。(P (x, y, z)は 単位体積あたりの確率ですから確率密度といいます) ボルン
による確率解釈は「この確率密度 (=体積あたりの存在確率)は波動関数の絶対値
２乗に等しい」というものです。式にするとこうなります

P (x, y, z)dxdydz = |ψ(x, y, z)|2dxdydz

要は、ある点 (x,y,z)において波動関数がψという値をとるならば、その点におけ
る無限小の体積dVの中にその粒子を見出す確率は |ψ|2dV に比例するわけです。ち
なみに波動関数が複素関数（iをふくむ関数）である場合は２乗ではなくて波動関
数の複素共役ψ ∗（もとの複素関数の、iを− iに変えたもの）との積ψ ∗ψに比例し
ます。またレジュメに出ていた

∫ ∫ ∫
|ψ(x, y, z)|2dxdydz = 1

という式は全空間を探せばいつか電子が見つかるという意味の式です。厳密に
はシューレーディンガー方程式の解は無限個ある（＝関数 ψが解ならばそのN 倍
のNψも解となる）ため上の式を満たすために規格化という作業が必要になったり
もしますがこれには触れませ－ん。あとは第二回レジュメを読んでください
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¶3 シュレーディンガー方程式と消せないψ

消せない ψについて語ります。そして固有値問題についても触れたいので触れ
ます。数学Ｃの「行列」で出てきてるんですが知らない人もいるみたいなので行
列は使いません。シュレーディンガー方程式は次のように書けるのをご存知です
か？（知ってるよね？？）

Ĥψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z)

Ĥは演算子の一種でハミルトン演算子（別名ハミルトニアンhamiltonian）とい
います。演算子というのは数学的処理をするなんらかの記号のことで d

dx
などを指し

ます。つまりシュレーディンガー方程式は (演算子)(関数) = (定数)× (さっきと同
じ関数)という形の方程式である（＝固有値方程式である）と言えるのです。よって
一般的な演算子をΩ̂、定数因子をωとすると、固有値方程式は

Ω̂ψ = ωψ

と表すことができます。因子 ωをΩ̂の固有値、関数ψを固有関数といい、固有関
数は固有値によって異なります。例えば

d
dx

eax = aeax

の場合、eaxは演算子 d
dx
の固有関数となり、その固有値は aとなります。ではこ

こで両辺を eaxで（割れないけど雰囲気的に）割ってみてください。すると

d
dx

= a

となり、意味不明ですね。これと同じことがシュレーディンガー方程式でもお
きるので両辺を ψで割ることはできません。つまりシュレーディンガー方程式に
おいては、固有値はエネルギーＥ、固有関数は波動関数ψとなっていたのです。こ
のことからシュレーディンガー方程式を解くというのはハミルトン演算子の固有
値と固有関数を求めるという作業に他ならないのです。（文責じゅげむ）
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